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あ 母平均 m = E (X)と母標準偏差 σ = σ (X)� �
　大きさ N の母集団において，
変量 xのとる異なる値 x1，x2，· · ·，xr に対し，
それぞれの値をとる度数を f1， f2，· · ·， fr とする。

• 母集団における変量 xの平均
m = x1 f1 + x2 f2 + · · · + xr fr

N
• 母集団における変量 xの標準偏差
σ =

√
(x1−m)2 f1 + (x2−m)2 f2 + · · · + (xr−m)2 fr

N

x 度数 相対度数
x1 f1 f1/N

x2 f2 f2/N
...

...
...

xr fr fr/N

計 N 1

　この N 個のデータから 1 個の要素を無
作為に抽出したときの値を X とすると，X

は確率変数である。

X x1 x2 · · · xr 計
P f1

N
f2
N · · · fr

N 1

　ここで， fk
N = pk とおくと，

• X の平均 E (X) = x1 p1 + x2 p2 + · · · + xr pr

• X の標準偏差 σ (X) =

√(
x1−E(X)

)2
p1 +

(
x2−E(X)

)2
p2 + · · · +

(
xr−E(X)

)2
pr

　 m = E (X) であり，これを 母平均 という。σ = σ (X) であり，これを 母標準偏差
という。（なお，確率変数 X の確率分布のことを母集団分布という。）� �
い 標本平均 Xと標本標準偏差 S� �

　 あ の母集団から大きさ nの標本を無作為に抽出し，その n個の要素における変量
xの値を X1，X2，· · ·，Xn とする。この抽出が復元抽出ならば，X1，X2，· · ·，Xn はそ
れぞれが母集団分布に従う互いに独立な確率変数である。（この抽出が非復元抽出で
あっても，標本の大きさ nに比べて母集団の大きさが十分大きい場合は，近似的にそ
れぞれが母集団分布に従う互いに独立な確率変数と考えてよい。）
• X1，X2，· · ·，Xn の平均 X = X1 + X2 + · · · + Xn

n
これを標本平均という。

• X1，X2，· · ·，Xn の標準偏差 S =

√ (
X1−X

)2
+

(
X2−X

)2
+ · · · +

(
Xn−X

)2

n
これを標本標準偏差という。
※標本の大きさ nが大きいとき，S ≒ σ (X)となることが知られている。� �
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う 標本平均 Xの分布� �
　 い において，標本平均 X は，「標本を抽出する」という試行の結果によって値の定
まる確率変数である。よって，「X の期待値 E

(
X
)
」と「X の標準偏差 σ

(
X
)
」を考える

ことができる。
　確率変数 X が正規分布に従っていなくても，標本平均 X は，nが大きいとき
近似的に正規分布に従うことが知られている。（これを「中心極限定理」という。）
（なお，確率変数 X が正規分布に従うならば，標本平均 X は常に正規分布に従う。）� �
う と あ の関係� �
• E

(
X
)
= E (X) • σ

(
X
)
=
σ (X)√

n� �
（証明）　まず，E(X1) = E(X2) = · · · = E(Xn) = E(X)より

E
(
X
)
= E

(
X1+X2+ · · ·+Xn

n

)
=

1
n

{
E(X1)+E(X2)+ · · ·+E(Xn)

}
=

1
n
· nE(X) = E(X)

また，σ(X1) = σ(X2) = · · · = σ(Xn) = σ(X) であることと，復元抽出の場合は X1，X2，
· · ·，Xn が互いに独立であること（非復元抽出の場合も母集団が十分大きいときに近似的に
復元抽出とみなせること）から，

σ
(
X
)
=

√
V

(
X1+X2+ · · ·+Xn

n

)

=

√
1

n2

{
V(X1)+V(X2)+ · · ·+V(Xn)

}
=

√
1

n2 · nV(X) =
σ(X)
√

n
（証明終）� �

　中心極限定理と合わせて考えると，Xは正規分布 N
(
E (X) , V (X)

n

)
に従うと言える。� �
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標本平均 Xからの仮説検定� �
　標本の大きさ nが大きいとき，X は，近似的に正規分布に従う。（中心極限定理）

　 Z =
X − E

(
X
)

σ
(
X
) とすると，Z は近似的に標準正規分布 N(0, 1)に従う。

• E
(
X
)
= E (X)である。（m = E (X)は帰無仮説の値。）

• σ
(
X
)
=
σ (X)√

n
である。

母標準偏差 σ = σ (X)が不明な場合は，標本の大きさ nが大きければ，
母標準偏差の代わりに標本標準偏差 S を用いても差し支えない。� �

例題 　 300 g入りと表示された塩の袋の山から，無作為に 100袋を抽出して重さを調べた
ところ，平均値が 298.9 gであった。母標準偏差が 5.0 gであるとき，1袋あたりの重さは
表示通りでないと判断してよいか。有意水準 5 %で検定せよ。

解法 　無作為抽出した 100袋について，重さの標本平均を X とする。標本の大きさ 100

は十分大きいと考えると，X は近似的に正規分布に従う。（中心極限定理）
対立仮説 H1『母平均 m , 300』に対して，帰無仮説 H0『母平均 m = 300』をとる。
帰無仮説 H0 が正しいとするとき，

E
(
X
)
= m = 300, σ

(
X
)
=
σ
√

n
=

5.0
√

100
= 0.5

より，Z = X−300
0.5 とおくと，Z は近似的に標準正規分布 N(0, 1)に従う。

ここで，正規分布表より，（両側検定の）有意水準 5％の棄却域は
∣∣∣Z∣∣∣ ≧ 1.96である。

考え方１
X = 298.9のとき

Z =
298.9−300

0.5
≒ −2.2

この値は棄却域
∣∣∣Z∣∣∣ ≧ 1.96に入るから，

帰無仮説 H0 は棄却できる。

0 Z1.96−1.96

N(0, 1)

95％

考え方２
棄却域

∣∣∣Z∣∣∣ ≧ 1.96と Z = X−300
0.5 より∣∣∣X−300

∣∣∣ ≧ 1.96 × 0.5 = 0.98

X = 298.9はこの範囲に入るから，
帰無仮説 H0 は棄却できる。

300 X300.98299.02

N(300, 0.52)

95％

すなわち，この結果から，1袋あたりの重さは表示どおりでないと判断してよい。
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棄却域� �
検定の種類 有意水準 5％の棄却域 有意水準 1％の棄却域
両側検定

∣∣∣Z∣∣∣ >= 1.96
∣∣∣Z∣∣∣ >= 2.58

（Z <= −1.96または Z >= 1.96） （Z <= −2.58または Z >= 2.58）
片側検定（上側） Z >= 1.64 Z >= 2.33
片側検定（下側） Z <= −1.64 Z <= −2.33

� �
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母平均 m = E (X)に対する信頼区間（ い から あ を推定）� �
• 母平均 m = E (X)に対する信頼度 95%の信頼区間は[

X − 1.96 · σ
(
X
)
, X + 1.96 · σ

(
X
)]

ここで，σ
(
X
)
=
σ (X)√

n
であるから，

[
X − 1.96 · σ (X)

√
n
, X + 1.96 · σ (X)

√
n

]
• 信頼度 99%の信頼区間は，1.96の代わりに 2.58を使う。
• 母標準偏差 σ = σ (X)が不明な場合は，標本の大きさ nが大きければ，
母標準偏差の代わりに標本標準偏差 S を用いても差し支えない。� �
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信頼度 95％の信頼区間の意味� �
　母集団から標本を無作為に抽出するたび，標本平均 X の値は異なる。
　 X が区間

[
m−1.96 · σ

(
X
)
, m+1.96 · σ

(
X
)]
内に入る確率は 95％（20回に 19回程

度）。この X の値に対しては，区間
[
X−1.96 · σ

(
X
)
, X+1.96 · σ

(
X
)]
が mを含む。

1回目
2回目
3回目
4回目
5回目
6回目
7回目
8回目
9回目

10回目
11回目
12回目
13回目
14回目
15回目
16回目
17回目
18回目
19回目
20回目

X X+1.96 · σ
(
X
)

X−1.96 · σ
(
X
)m

Xm+1.96 · σ
(
X
)

m−1.96 · σ
(
X
)

X は近似的に正規分布に従う。
（E

(
X
)
= m，σ

(
X
)
=
σ√

n
）

標本の大きさ nが大きければ，
確率変数 X の分布が正規分布でない場合も，
中心極限定理X の分布

95％

（どんな分布でもよいが
X の分布

E (X) = m，σ (X) = σとする。）

　標本抽出を繰り返し，その都度
[
X−1.96 · σ

(
X
)
, X+1.96 · σ

(
X
)]
という区間を作る

と，これらの区間には母平均 mを含むものが 95％（20回に 19回程度）あることが
期待される。
　これが，「母平均 mに対する信頼度 95％の信頼区間」の意味である。� �
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母比率 pと標本比率 R� �
• 母集団全体の中で特性 Aをもつ要素の割合を，特性 Aの母比率といい，pで
表す。（母比率 pは，母平均 m = E (X)の特別な場合である。）
• 標本の中で特性 Aをもつ要素の割合を，特性 Aの標本比率といい，Rで表す。
（標本比率 Rは，標本平均 X の特別な場合である。）� �

　「特別な場合」とは，次のような意味である。
　大きさ N の母集団から，大きさ nの標本を
抽出する。特性 Aの母比率が pである母集団
において，特性 A をもつ要素を 1，もたない
要素を 0で表す。

Xi 1 0 計
P p 1−p 1

　変量 xを考えると，標本の各要素を表す xの値 Xi は 1または 0の値
をとる確率変数であり，

p =
X1 + X2 + · · · + XN

N
， R =

X1 + X2 + · · · + Xn

n

以上より，pは母平均 m，Rは標本平均 X の特別な場合に他ならない。� �
　大きさ nの標本のうち，特性 Aをもつものの個数 T は二項分布 B(n, p)に従う。こ
のとき，
• E (T ) = np • σ (T ) =

√
np(1−p)

ここで，R = T
n であるから，

• E (R) = E (T )
n = p • σ (R) = σ (T )

n =

√
p(1−p)

n� �
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標本内の個数 T からの仮説検定� �
　大きさ nの標本において，特性 Aをもつ要素の個数 T は二項分布に従う。よって，
標本の大きさ nが大きいとき，T は近似的に正規分布に従う。
　 Z = T − E (T )

σ (T ) とすると，Z は近似的に標準正規分布 N(0, 1)に従う。

• E (T ) = npである。（母比率 pは帰無仮説の値。）
• σ (T ) =

√
np(1−p)である。（母比率 pは帰無仮説の値。）� �

標本比率 Rからの仮説検定� �
　大きさ nの標本において，特性 Aをもつ標本比率を Rは，R = T

n である。よって，
標本の大きさ nが大きいとき，Rは近似的に正規分布に従う。
　 Z = R − E (R)

σ (R) とすると，Z は近似的に標準正規分布 N(0, 1)に従う。

• E (R) = E (T )
n = pである。（母比率 pは帰無仮説の値。）

• σ (R) = σ (T )
n =

√
p(1−p)

n である。（母比率 pは帰無仮説の値。）� �
nが大きいとき，大数の法則により，Rは pに近いとみなせる。したがって，pの代わりに

Rを用いて σ (R) =
√

R(1−R)
n と書くことができる。（ちなみに，σ = σ (X) =

√
p(1−p)，

S =
√

R(1−R)であるから，これは σ = σ (X)の代わりに S を用いることに相当する。）

母比率 pに対する信頼区間� �
• 母比率 pに対する信頼度 95%の信頼区間は[

R − 1.96 · σ (R) , R + 1.96 · σ (R)
]

ここで，nが十分大きいとき σ (R) ≒
√

R(1−R)
n であるから，

[
R − 1.96 ·

√
R(1−R)

n
, R + 1.96 ·

√
R(1−R)

n

]
• 信頼度 99%の信頼区間は，1.96の代わりに 2.58を使う。� �
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